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INTRODUZIONE

11 presente lavoro si occupa di opzioni di investimento industriale e strategico, per le quali
si adotta una prospettiva di ottimizzazione abbandonando la tradizionale impostazione fi-
nanziaria. Vengono valutate opzioni di differimento secondo un’ottica di optimal stopping;
nella regione di arresto la funzione risultante dall’esercizio dell’opzione € il risultato di un
problema di controllo ottimo stocastico, sul presupposto che l'investitore sia in grado di
influenzare almeno parzialmente 1 flussi scaturenti dal progetto intrapreso. Tale problema
¢ incorporato in un problema di optimal stopping e conseguentemente si pone la questione
dell’esistenza della soluzione, che viene risolta adeguando la formalizzazione e adottando
considerazioni di tipo economico. Pur superando da un lato il concetto di opzione comune,
si propongono infine due brevi esempi in cui tale nozione conserva la sua significativita.
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Struttura dell’articolo

Il presente lavoro si suddivide in quattro sezioni, di cui la prima ¢ volta a
chiarire ’ottica di ottimizzazione in cui ci si pone al fine di valutare opzioni
d’investimento industriale o strategico da un punto di vista strettamente
aziendale, spiegando le ragioni di un progressivo allontanamento dalla teo-
ria delle opzioni finanziaria. La seconda sezione & dedicata alla definizione
formale di un problema di decisione in cui il comportamento dell’unita de-
cisionale considerata nonché dei suoi concorrenti € ritenuta rilevante ai fini
della strategia di decisione. La terza sezione ¢ dedicata alla risoluzione del
problema delineato in precedenza e infine I'ultima propone un’estensione con
due brevi esempi di opzione comune unae tantum, cosi come intesa in [10].
Alcune considerazioni finali riassumeranno a fini clarificatori la prospettiva
secondo la quale il problema delle opzioni d’investimento & stato trattato.

1. La teoria dell’option pricing e le opzioni reali

Una letteratura relativamente recente suggerisce 1’applicazione della con-
tingent claims analysis nella valutazione degli investimenti industriali e/o
strategici (cfr. [4], [6], [11], [13], [14], [19]). L’indubbio beneficio tratto
da questa impostazione & pero controbilanciato da notevoli limitazioni con-
cettuali che inducono, a nostro parere, a tentare di superare l'ottica fi-
nanziaria. Tra queste, particolarmente stringenti sono le ipotesi di mercato
perfetto e di esistenza in esso di attivita che possano replicare il business
sotteso. Piu d’ogni altro vi & perd un elemento che pare determinante nel
rendere per certi aspetti inapplicabile la teoria delle opzioni: al momento
dell’esercizio dell’opzione 'attivita sottostante ha un prezzo ben determi-
nato e visibile e pertanto il guadagno, nel nostro caso il valore attuale netto
atteso del progetto, &€ automaticamente determinato. La limitazione con-
siste non tanto nell’essere questo valore attuale netto una variabile aleatoria,
giacché l'aleatorieta viene risolta attraverso 'uso di una media, quanto piut-
tosto nella natura di flusso continuo dell’investimento intrapreso e nelle con-
seguenti implicazioni. L’opzione esercitata non da diritto a ricevere un titolo
negoziabile e quindi immediatamente smobilizzabile ma fornisce un’attivita
i cui frutti vengono raccolti in modo continuato per un certo lasso di tempo.
E proprio Pintervallo di tempo attraverso cui questo investimento si dipana
che modifica il concetto di attivitd sottostante in modo radicale. In un mer-
cato finanziario all’esercizio dell’opzione call corrisponde un’unica somma,
derivante dalla vendita del titolo su cui era scritta 'opzione. L’operazione
finanziaria avviene hic et nunc, viceversa l'investimento protrae i suoi effetti
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per un certo tempo. Tale differenza € fondamentale per cogliere una pe-
sante limitazione dell’applicazione della contingent claims analysis alla valu-
tazione degli investimenti: la natura continuativa dell’investimento permette
al decisore di intervenire nel processo di formazione del flusso finanziario.
L’utilizzo di un valore attuale netto atteso, il quale asseconda la logica di
corresponsione puntuale e determinata del guadagno ricavato da un’attivita
finanziaria, appiattisce ’idea del dipanarsi dell’investimento nel tempo e della
determinabilita del suo valore. Infatti, esercitando 'opzione reale si viene in
possesso dell’attivita sottostante il cui prezzo non & di per sé determinato,
ma determinabile, intendendo con questo aggettivo la possibilita da parte
dell’investitore di determinare il prezzo dell’attivita nel corso del tempo. In
concreto, in un mercato finanziario l'investitore esercita ’'opzione osservando
il prezzo dello stock e quel prezzo determina il suo guadagno; nel caso delle
opzioni reali, si potrebbe dire che il loro esercizio non consegna un’attivita
ma uno scenario dentro il quale 'investitore pud “giocare” per ricevere la
propria messe di utili in un arco di tempo (eventualmente infinito) durante il
quale egli opera nello scenario suddetto. L’asimmetria competitiva esistente
in ogni settore economico consente all’investitore di influire, se pur parzial-
mente, sulla dinamica dei flussi facendo leva su particolari variabili in proprio
possesso. Una maggiore corrispondenza con la logica dei mercati finanziari
si avrebbe, in questo senso, solo nel caso di concorrenza perfetta per la quale
un’azienda € price-taker cio¢ non & in grado di influenzare il prezzo dei beni
prodotti. Ma la concorrenza perfetta € un mero caso di scuola, esistono sem-
pre e comunque asimmetrie che giustificano 'uso di opportune variabili al
fine di ottimizzare la formula imprenditoriale. Formalmente, ’azienda puo
agire su controlli che contribuiscano a massimizzare i flussi dell'investimento,
ci6 che & impensabile relativamente ad un titolo finanziario. La teoria delle
opzioni suggerisce, nella sua ottica, 'idea di prezzo di un’attivita e pertanto
ha condotto all’'uso frequente, nel suo trapasso ad un ottica aziendale, di un
valore attuale netto atteso quale prezzo, calcolato a partire dall’ipotesi stan-
dard di evoluzione di tale valore secondo un moto geometrico browniano. Ma
questa logica non € idonea fino in fondo a trattare valutazioni di investimenti,
proprio per il motivo che non considera la possibilita, da parte di colui che
esercita ’opzione, di influire sulle determinazione dell’attivita sottostante nel
corso del tempo. Nel trattare valutazioni di investimenti aziendali in questa
ottica si commette ’errore di forzare 'interpretazione finanziaria per la quale
si deve fingere che il valore dell’investimento venga corrisposto puntualmente,
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cosi come un qualunque stock finanziario. Al contrario, il lasso di tempo
lungo il quale 1 flussi fuoriescono, congiuntamente all’esistenza di asimmetrie
competitive (se queste non vi fossero non si potrebbero influenzare i flussi
dell’investimento) permette di guidare, per cosi dire, l’evoluzione temporale
dei flussi, la quale diventa in parte stocastica e in parte deterministica. La
parte deterministica & funzione di un controllo u(t) che viene posto in essere
per rendere massimi i flussi di cassa scaturenti dall’investimento. La parte
aleatoria invece raccoglie tutte le informazioni disponibili sulla concorrenza
e sulle reazioni da essa adottate come risposta all’esercizio dell’opzione da
parte dell’azienda in questione. L’ottica finanziaria sembra fallire proprio su
un concetto basilare dell’analisi degli investimenti, l'interazione competitiva,
almeno laddove essa & determinante, come nel caso di investimenti strate-
gici. Il tentativo di alcuni autori di inserire la considerazione della dinamica
competitiva attraverso il concetto di opzioni comuni costituisce un migliora-
mento concettuale in quanto si prende atto della diversa natura delle opzioni
reali. II Trigeorgis [19] espone numerosi casi in cui tenta una descrizione
degli effetti dell’interagire di pit centri decisionali, ma, rimanendo nell’ambito
della contingent claims analyisis e in particolare utilizzando esclusivamente
I’equazione di Black-Scholes, adeguatamente riformulata per ogni caso trat-
tato, & costretto ad ancorare il discorso ancora alle ipotesi proprie della teoria
finanziaria e rinunciare a descrivere in qualche modo le determinanti concor-
renziali; in [6] si accenna, en passant, all’esistenza di altre aziende la cui
presenza pud comportare una riduzione del valore del business intrapreso,
ma non vengono citate le opzioni comuni e l'idea della competizione sembra
servire solo per giustificare I'ipotesi assunta di evoluzione della variabile V
secondo un moto geometrico browniano combinato con un processo discon-
tinuo di Poisson. Una piu estesa trattazione degli effetti della concorrenza
nel settore si ha a livello microeconomico e macroeconomico, sotto un’ottica
quindi che esula dal nostro contesto, volto allo studio di processi di decisione
individuali, e quindi pil orientato all’ottica aziendale.

\

E opportuno tuttavia rilevare in secondo luogo il fatto che il conflitto
economico tra aziende del settore esiste a prescindere dalle caratteristiche
dell’opzione detenuta. La concorrenzialita assume importanza in ogni mo-
mento indipendentemente dal grado di esclusivita dell’opzione: di fronte
all’esercizio anche di un’opzione esclusiva possono esservi azioni di risposta
o ritorsione da parte dei concorrenti, i quali, esercitando ad esempio altre
opzioni di loro pertinenza, cercano di ridurre il valore V' del progetto. La ri-
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valita permanente tra aziende di un settore economico, con i comportamenti
conflittuali o cooperativi esistenti tra gli agenti stessi, influenza le azioni,
Pimporto del flusso finanziario aziendale nonché la sua distribuzione tempo-
rale. La suddivisione tra opzioni esclusive e opzioni comuni con la connessa
nozione di grado di esclusivita di un’opzione e utile ma pud non essere suf-
ficiente al fine di una corretta descrizione dei fenomeni competitivi e dei
processi di decisione, imponendo per certi versi un suo superamento.

Inoltre, e ben piu importante, 'uso della teoria delle opzioni impedisce di
esplicitare in qualche modo le ripercussioni delle mosse strategiche dei con-
correnti su V e di tener conto, in modo visibile, delle “armi di battaglia”
del decisore e degli altri competitori, nonché di descrivere la possibilita che
un’opzione detenuta in comune con altri concorrenti possa essere sottratta
al nostro decisore privandolo una volta per tutte della possibilita di esercizio
della stessa. In quest’ultimo caso il valore dell’opzione si riduce non indi-
rettamente attraverso le ripercussioni su V ma direttamente, nei modi che
vedremo (cfr. anche [12]). Il Trigeorgis (cit.) & addirittura costretto a con-
formare 1 propri ragionamenti e il proprio linguaggio alla teoria dell’option
pricing introducendo I'idea di dividendi a decremento del valore del business
e assumendo nota la data di maturazione del dividendo. Dixit e Pindyck [4]
riprendono il caso, trattato anche dal Trigeorgis, di aleatorieta dell’epoca in
cui il valore V si riduce, ma la descrizione formale non & atta a descrivere le
modalita attraverso cui vengono intrapresi e risolti 1 conflitti tra agenti eco-
nornici; soprattutto non vi € rappresentazione, se pur approssimativa, degli
strumenti competitivi in mano ai concorrenti e delle ripercussioni degli stessi
sulla competizione nel settore.

Ci pare a questo punto indispensabile suggerire un ambiente concettuale
formalizzato utilizzabile per trattare la valutazione di investimenti industriali
e strategici concentrando la propria attenzione sulle dinamiche concorren-
ziali. L’opportunita d’investimento deve essere valutata per prima cosa nel
suo grado di esclusivita. Detto F(z) il valore dell’opzione, dove = segue
il moto geometrico browniano dz = azdt + ozdz, & necessario definire un
parametro A di esclusivita che riduce il valore di tale opportunita a causa
del possibile esercizio dell’opzione da parte di altri agenti presenti nel mer-
cato; Adt rappresenta la probabilita che nel prossimo intervallo di tempo
dt V'interazione competitiva impedisca al detentore di esercitare 'opzione.
Il concetto di opzione comune una tentum introdotto in [12] viene quindi
conservato. La possibilita che altri subentri e agisca anticipando le mosse
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del nostro investitore fa ridurre il valore dell’attesa, cio¢ il valore di F(z)
nella regione 0 < z < z*, dove z* rappresenta il livello soglia che giusti-
fica l'investimento. Ma finché ¢ < z* la concorrenza non agisce sul valore
V(z) dell’investimento, dal momento che esso non esiste ancora! Al mo-
mento dell’esercizio dell’opzione l'investitore riceve il valore V(z) aleatorio,
o meglio parzialmente aleatorio. Utilizzare, anche nella regione z > z*, un
moto geometrico browniano del tipo

dr = azdt + ozdz

come si assume generalmente nella letteratura delle opzioni reali significa,
come visto, mortificare I’aspetto dell’interazione competitiva che puo incidere
sensibilmente sul valore dell’investimento e soprattutto sembra sancire im-
plicitamente 'impossibilita da parte dell’investitore di influenzare il valore
dell'investimento nel corso della sua attuazione attraverso azioni di difesa
e protezione dagli attacchi dei concorrenti. L’esercizio dell’opzione, a ben
vedere, non consegna in mano del fruitore un valore V pur fluttuante aleato-
riamente, ma consegna un “gioco” al quale il decisore ha deciso di partecipare.
I1 valore z* & quello che giustifica la partecipazione al gioco, pitt correttamente
da via al gioco, nel quale il nostro investitore deve mirare a massimizzare il
valore di V. A tal fine egli utilizza le armi in suo possesso valutando at-
tentamente le possibili mosse di risposta degli avversari. L’analogia con le
opzioni finanziarie si stempera dunque fino ad annullarsi nel momento in cui
si trattano situazioni in cui Dattivita sottostante all’opzione & un ambiente
di scontro con una pluralita di agenti, un gioco a piu giocatori, uno sce-
nario in cui ¢ indispensabile non perdere di vista il comportamento di altre
unita decisionali. Tanto piu questo e vero quanto maggiormente strategico
e il carattere dell’investimento. Si pensi all’ingresso in un mercato estero
o in un altro settore economico o all’espansione tramite fusione o incorpo-
razione di aziende o ancora a processi di integrazione verticale o orizzontale:
in tutti questi casi la natura dell’investimento e il suo peso in termini di
impegno finanziario sono tali da giustificare un’attenta analisi della strut-
tura di base del settore economico di appartenenza e una valutazione precisa
delle caratteristiche competitive dei concorrenti, delle possibili reazioni, dei
vantaggi competitivi e degli strumenti a disposizione per poter difendersi
o aggredire. L’uso dell’option pricing € pertanto insoddisfacente, a nostro
parere, sia perché basata su ipotesi spesso distorsive della realta economico-
aziendale, sia perché a volte fuorviante nell’interpretazione delle interazioni
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competitive, sia infine perché non idonea a trattare un piu elevato livello di
astrazione e comprensione dei fenomeni umani, in cui le azioni degli agenti,
frutto di scelte e caratteristiche individuali peculiari, sono determinanti nel
definire I’evoluzione degli scenari e i risultati finali. Da quanto sopra esposto
risulta allora chiaro, non foss’altro per i riferimenti lessicali, che la Teo-
ria del controllo  ottimo e la Teoria dei Giochi possono costituire un valido
ausilio per valutare piu correttamente processi di decisione aziendale indivi-
duali e interattivi. La teoria dell’option pricing deve esser abbandonata per
compiere questo passo, perché determinata da ipotesi e da ragionamenti del
tutto inapplicabili ormai ai nostri fini, nel tentativo di formalizzare, pur con
I'introduzione di nuove ipotesi, la realtd economica di riferimento. La pro-
grammazione dinamica al contrario, cui Dixit e Pindyck (cit.) restituiscono
dignita® dopo il perentorio rigetto del Trigeorgis (cit.), si rivela strumento
piu affidabile e idoneo allo scopo.

2. Controllo ottimo e giochi differenziali

Nella presente e nella successiva sezione si supporra A = 0 ossia si assumer3
che I’opzione non possa essere sottratta al detentore. Il problema da risolvere
¢ un problema di optimal stopping, consistente nel determinare la funzione

1

o) T s E(F(z +da))| ; (1)

P() = max |

dove la funzione Q(z) derivante dall’esercizio dell’opzione reale & espressione
di un gioco a cui il decisore decide di partecipare non appena la variabile z
raggiunga il valore z* che giustifichi ’optimal stopping. Il secondo termine
rappresenta invece il valore derivante dall’attesa e in esso g esprime il costo
opportunita del capitale (supposto costante nel tempo). Il decisore, fino ad
allora passivo, da vita ad un gioco a piu giocatori, ciascuno dei quali agira su
un controllo che incide sulla funzione obiettivo dell’investitore. La passivita
del decisore nella regione z < z* & messa in luce da un ipotesi di evoluzione
della variabile z secondo un processo stocastico totalmente indipendente dalla

sua volonta, ad esempio si puo ipotizzare il moto

dr = azdt + ozdz. (2)

1 Dixit e Pindyck mostrano come gli stessi risultati dati dalla teoria delle opzioni possono
essere ottenuti con 'uso della programmazione dinamica, la quale puo essere vista come
un’estensione dinamica e iterativa del criterio del Valore Attuale Netto.
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Ma laddove egli decida di dare vita al gioco d’investimento egli potra in
qualche modo, al pari degli altri giocatori, influenzare la variabile z, la quale
viene sospinta dall’interazione dei controlli dei giocatori. Lo stato del sistema,
rappresentato da z, & pertanto determinato da piu individui, i quali scelgono
le proprie strategie in modo da massimizzare le proprie funzioni obiettivo.
Il processo stocastico che descrive I’evoluzione dello stato risente anche dei
controlli esercitati dai giocatori e pertanto nella regione ¢ > z* ’evoluzione
dello stato deve tener conto della “nascita” del gioco; essa pud allora essere
espressa da un processo di diffusione del tipo

dz = g(z,u1,ug,...,up)dt + o(z,u1,uz,. .. uy)dz (3)

dove con u;, : = 1,...,n si indicano 1 controlli dei giocatori.

Il vantaggio nell’utilizzare la Teoria del controllo ottimo e la Teoria dei
Giochi va a scapito di una maggiore complessita nella formalizzazione e
risoluzione del problema (oltre alla presenza di problemi di esistenza della
soluzione di cui si parlera pitt avanti) ma il contributo fornito & a nostro
parere decisivo per una corretta rappresentazione di un processo di decisione
individuale e interattivo. Nel seguito ci riferiremo a giochi a due giocatori,
matematicamente piu gestibili; oltre a essere ’ambiente ovvio in situazioni
di duopolio o di presenza di due leader nel settore, tale restrizione puo co-
munque adattarsi a settori con una presenza plurima di unita decisionali: &
sufficiente riunire le proprie conoscenze e informazioni sugli avversari in un
unica funzione obiettivo e un unico controllo che esprima, almeno approssi-
mativamente, il loro comportamento.

La formalizzazione e la risoluzione del problema descritto operano un
salto di tipo concettuale e matematico. La teoria delle opzioni risulta ina-
datta a siffatto salto: essa dovrebbe poter trattare modelli in cui meritano
attenzione considerazioni di altro tipo rispetto a quelle proprie della con-
tingent claims analysis; essa si cala infatti in un contesto che & profonda-
mente diverso da quello della concorrenza in un settore economico, giacché
nel mercati finanziari la competizione € inesistente e sembra ardua 'impresa
di farla rientrare in qualche modo assieme alle nozioni di prezzo e di arbitrag-
gio in un’equazione ¢ la Black-Scholes. La programmazione dinamica, piu
flessibile, sembra ammettere un’estensione concettuale e formale si da fornire
descrizioni significative di un determinato processo decisionale e, sotto deter-
minate condizioni, esistenza della soluzione dell’optimal stopping problem.
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Il problema che ci si propone di risolvere € la valutazione di un investimento
strategico con opzione di differimento: 1’azienda che detiene 'opzione deve
decidere quando € conveniente esercitarla, osservando la variabile z (la quale
rappresenta un qualsivoglia indice di convenienza economica dell’investi-
mento: il prezzo di un prodotto, il profitto, la quantita venduta etc.) che
fluttua secondo la (2) fino a raggiungere (eventualmente) la soglia z*, che da
origine al gioco a due giocatori, per il quale vige la (3) con n=2 e in cui il
secondo giocatore? influenza la funzione obiettivo negativamente attraverso
il controllo u;, mentre il controllo u; del primo ha per la stessa un effetto
benefico. Di seguito viene formalizzato il problema: si tratta, come prean-
nunciato, di risolvere un problema di optimal stopping che incorpora in sé
un problema di Teoria dei Giochi (oppure di Controllo ottimo se n=1), reso
ancor piu complicato dal fatto che, in generale, la variabile di stato non &
rispecchiata nella sua evoluzione semplicemente da un’equazione differenziale
ma piu in generale da un’equazione differenziale stocastica. Precisamente, si
cerca il valore di

F(z) = max [Q(m) : E(F(z + dx))} ; (4) |

1
1+ odt

Q(z) € a sua volta definita come
Uz)=JYz) -1

dove I & il costo dell’investimento e dove J'(z) & espressa come
JH(z) = niaxg </t°° fl(t,x(t),ul(t),ug(t))dt) . (5)
b 0
Al giocatore € invece preposta la funzione
J*(z) = Hﬁxg (/too fz(t,a:(t),ul(t),uz(t))dt) (6)
4

con entrambe le massimizzazioni soggette all’equazione di stato

dzr = g(z,uy,uz)dt + o(z,u1,uz)dz (7)

2D’ora in poi il decisore nella cui ottica ci porremo & da intendersi come il primo

glocatore.
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e con z(tp) = zo. La funzione f(-) in (5) rappresenta il flusso finanziario
continuo derivante al giocatore 1 dall’intrapresa del progetto; analogo signi-
ficato ha la funzione f2(-) per il secondo giocatore. Un caso particolare si
ha ovviamente quando la funzione o(z,uj,uz) € la funzione nulla, cid che
trasforma la (7) in un’equazione differenziale del tipo

z'(t) = g(t, 2(t), ua (1), ua2(2))- (8)

In tal modo il primo giocatore & consapevole della presenza della concorrenza
e di come essa possa influenzare la variabile z e la stessa funzione J'(z).
Le funzioni f! e f? si suppongono conosciute dal primo giocatore e inoltre
sufficientemente regolari da garantire 1’esistenza della soluzione di equilibrio
di Nash, data da ,
T (ui,uz) = T (ur, u3) (9a)

e da
TP (uf,u3) = J*(ul, ua) (9b)

dove u} e u} si riferiscono alle strategie di equilibrio dei giocatori 1 e 2 rispet-
tivamente. Se le strategie cercate sono di tipo feedback, allora u; = u;(¢, z(t)),
1=1,2. Un problema di questo tipo verra chiamato problema di Teoria de:
giochi in optimal stopping (d’ora in poi ToGOS).

In questa sede non tratteremo un problema 7o G 0S5 ma ci concentreremo su
un caso particolare dello stesso, il quale costituisca a sua volta un’estensione
dei problemi di valutazione di investimenti trattati con la contingent claims
analysis (i quali verranno d’ora in poi indicati con la semplice sigla CCA0S?).
Si descrivera e si fornira un esempio di valutazione di investimenti utilizzando
la strumentazione tipica del controllo ottimo stocastico. Il motivo per cui e in-
teressante passare attraverso questa tappa prima di giungere alla trattazione
di un problema ToGOS risiede nel fatto che un problema di controllo ottimo
stocastico in optimal stopping (d’ora in poi COSOS) pud presentare alcuni
vantaggi rispetto agli altri casi suindicati. Un problema COSOS si presenta

come segue:

F(z) = max |Q(z), 1—5@-{ £ (F(z + da))| (10)

3La sigla CCAOS sta per “Contingent Claims Analysis Optimal Stopping” per indicare
che il problema, trattato secondo la teoria delle opzioni, & pur sempre di optimal stopping,
lo stopping consistendo nell’esercizio dell’opzione.



10 C. A. Magni

)(z) & a sua volta definita come
Qz)=J(z)-1 (10.1)

dove il primo addendo del secondo membro & dato da

J(z) = ml?,xg ( oof(t,av(t),u(t)) dt) (11)

to

con la massimizzazione soggetta all’equazione di stato
dz = g(z,u)dt + o(z,u)dz z(to) = zo. (12)

Ora, rispetto ai CCAOS questo tipo di problema apre uno spiraglio interes-
sante relativo alla possibilita che il decisore sia in grado di controllare, in un
modo o nell’altro, parzialmente o integralmente, ’evoluzione della variabile
z. Sitratta gia di un notevole miglioramento, perché si immerge il processo di
decisione in un contesto in cui I’aleatorieta viene per cosi dire gestita da azioni
individuali e quindi, almeno parzialmente, controllata. Le funzioni f(z,u)
nella (11) e g(z,u) e o(z,u) nella (12) rappresentano il modo attraverso cui
aleatorieta e azione individuale interagiscono e quindi descrivono la realta
in modo meno approssimato del semplice moto geometrico browniano uti-
lizzato dalla teoria finanziaria in cui niuno spazio era lasciato alla discrezio-
nalita del decisore. Rispetto ai ToGOS lo svantaggio costituito dall’esistenza
di un unico controllo puo essere risolto tarando adeguatamente la funzione
f(-) come dipendente dal controllo del decisore e dalla variabile z, ossia
prendendo in considerazione, ai fini della sua determinazione, le effettive
potenzialita dell’investitore e capacita di controllo rispetto alla concorrenza.
Certo, questo ¢ solo un palliativo e la rappresentazione formale dei fenomeni
ne risulta impoverita, ma il vantaggio derivante dalla maggiore gestibilita
matematica del problema puo compensare questo impoverimento interpreta-
tivo, tanto piu se si considera che nella realta aziendale (in particolar modo
quella italiana, costituita da una miriade di piccole imprese) sono per lo piu
assenti o, nel migliore dei casi carenti, le risorse e conoscenze necessarie per
operare valutazioni in modo pilt formalizzato*. A cid si aggiunga che al-
cune situazioni si prestano naturalmente ad essere interpretate nella logica

4 Esiste sicuramente uno iato (incolmabile?) e una proporzione inversa tra accettabilita
di uno strumento di valutazione aziendale e la sua complessita, gestibilita e comprensione;
il risultato é spesso quello di rigettare analisi formali significative per incapacita di gestione,
congiunta a una forma di sospetto tipica di chi condanna tutto cid che oltrepassa le proprie

capacita.
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dei COSOS: i leader di diversi settori economici possono possedere una ca-
pacita competitiva tale da gestire il mercato in modo pressoché completo e
secondo il proprio gradimento, non curandosi delle reazioni dei follower che
in quanto tali non possono far altro che attuare una strategia di “one-sided
optimization” una volta osservate le mosse del leader.

Formalmente, I'inserimento di un problema di controllo ottimo stocastico
in un problema di optimal stoppping puo creare difficolta nel calcolo del va-
lore soglia z* della variabile aleatoria considerata, dal momento che 1 due
problemi devono essere connessi attraverso le condizioni al contorno di conti-
nuita delle funzioni F'(z) e F'(z) nel punto z* (la prima comunemente definita
value-matching condition, la seconda nota come smooth-pasting condition o
condizione di tangenza). Nella regione 0 < z < z* la funzione F(z) assume
I’espressione

F(CC) = Almﬁl Ay >0

dove f3; € la soluzione positiva dell’equazione

—;-azﬁ(ﬂ- +af—0=0.

Il primo ostacolo da risolvere & gestire il problema di controllo ottimo stoca-
stico in modo che §2(z) sia monotona crescente rispetto a z (e positivamente
divergente per z che tende ad infinito); se cosi non fosse la condizione di
tangenza non potrebbe verificarsi, oltre all’insensatezza del problema dal
punto di vista economico (chi mai farebbe un investimento se I'incremento
di z fa aumentare il valore dell’attesa e ridurre il valore dell’investimento?).
L’ostacolo ¢ agevolmente rimovibile scegliendo opportunamente la funzione
f(z,u). Ben pili complesso ¢& il problema che sorge relativamente alla forma di
(z). Nei CCAOS essa & descritta come V(z)—I, dove V(z) &€ semplicemente
funzione lineare di z. In tal caso le condizioni viste risultano facilmente
applicabili e il calcolo di z* agevole. A destra di z* la funzione esponenziale
relativa al valore dell’attesa viene abbandonata per la funzione V(z)—I (vedi
Fig. 1).

Ma la nuova funzione Q(z) = J(z) — I il cui valore & determinato dalle
strategie dei giocatori non &, in generale, una funzione lineare. Affinché
le condizioni al contorno siano soddisfatte, ferma restando per z < z* la
forma di F(z), Q(z) deve comunque essere una curva crescente tangente alla
precedente in z*, e quindi deve essere del tipo

Qz)= Az" - L. (13)
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F(z)

FIGURA 1

con v > 0. In particolare, se st sceglie v > 1 si ha una configurazione grafica
del tipo di Figura 2, ovvero si ha una funzione convessa, se invece si pone
v < 1 allora la funzione sara concava (Figura 3).

B pol ovvio che deve essere v < f; al fine di consentire in entrambi 1 casi
la tangenza delle due curve. E possibile verificare formalmente lintuizione
risolvendo per z e A; le due equazioni

AzY — I = A1z™
Az ! = B AP

da cui € agevole ricavare

o [ﬂlﬁi - (%) I] " (14)

Affinché la (14) sia economicamente significativa deve essere necessariamente
z* > 0. Poiché desideriamo che la funzione AzY — I sia crescente, il coetfhi-
ciente A > 0 deve essere positivo, pertanto z* > 0 < v < . E ovvio no-
tare come il caso della funzione lineare comunemente utilizzata in letteratura
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AzY— 1

13

B >y>1

F(z)

FIGURA 2

Alzﬂl

Azt -1

O<y<l<p

8 e~~~

FIGURA 3
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stocastico descritto dalle (11)-(12). Esso conduce, mediante applicazione
dell’equazione di Bellmann, all’equazione differenziale

o82(s) = max ( £(a,0) + ¥(2)g(a,u) + 307(5,00"(2))
oppure

07(2) = mpx ( £(a,0) + T (Dha(ar0) + 5o*(,0)"(2))

che € lo stesso essendo [ ininfluente rispetto alla massimizzazione. Concen-
trandoci sul secondo membro dell’equazione e in base alle (15)—(17) si ottiene

@)+ 9@ (e)
2(z)b

che, sostituendo, da luogo a

a® +adJ'(z)  a?b+ b9 [J'(2)])* + 2ab9J'(z)
2b B 452

27
+ Jl($)<,’7$ + W) + 102.’1:2]"(1;) =0 (18)

—oJ(z)+

2

in cui sono stati omessi, per semplicita, gli argomenti per tutte le funzioni
ad eccezione di J(z).

La soluzione di questa equazione differenziale € nota, perché & imposta,
dovendo essere J(z) = Az”. La (18) non ¢ allora un’equazione differenziale
ma un’equazione polinomiale in cui sono incogniti il valore di A e 1 gradi
delle funzioni a(z), b(z), n(z), 9(z), o(z), che di seguito supporremo essere
potenze di z. Essa diventa pertanto del tipo

p(z,a(z),b(z),n(z),dz),0(z)) =0 Vz > 0. (18.1)

Indicando con v(+) il grado delle funzioni si impone che ciascun addendo nella
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(18) abbia il medesimo grado v da cui il seguente sistema di equazioni:

;

S

\

o’(z)
2b(z)

)<t

a(:c)ﬂ(z:)) o)

/(;

a(z)¥(z)J'(z)
) =)
v(n(z)z) = v(z)

v (02(z)z?) = v(a?).

(226@:)

¢ (G7) =7

9%(z) [7'() (19)
( 4h(z) ) v(z”)

/(

Dalle ultime due si ha immediatamente

Dalle rimanenti si ricava,

v (;—’Z) = u(z)
v (95) = u(z")
v (’92}1‘;']2) = (a7
)

n(z) = costante

o(z) = costante.

omettendo per semplicita gli argomenti,

= v(a) =v (3:7/2\/2_b> =y (m“’ﬂ) +v (\/ﬁ)
= v(d)=v (xl_“’/z\/%) =v (x1“7/2) +v (@)
= verificata Vb # 0

= verificata Vb # 0

= verificata Vb # 0
(20)
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Il decisore puo a questo punto scegliere una opportuna espressione di b(z)
secondo adeguate esigenze di rappresentazione della realta. In base alla scelta
fatta viene automaticamente determinato il grado di a(z) e il grado di ¥(z).
Si supponga che l'investitore ponga b(z) = b. In tal modo v(a) = v/2 e
v(9) = (1 — v4/2). In base a queste considerazioni il problema di optimal

stopping si presenta espresso nel seguente modo:

F(z) = max [Q(z) , E(F(z + d:v))]

1
1+ odt
QUz)=J(z)—-1T
J(z) = maxg/ (ax7/2u — bu2) dt a,b>0

u to
dz = (nz 4+ 9z~ W)dt + ozdz n,d,0 > 0.

Applicando ’equazione di Bellmann si ricava il controllo ottimo

az /% 4 Bz=/2 J'(z)
2b )

La (18) diventa

a’zY +adz'(z)  a2bs? 4 b2V [J'(2)]” + 2abdaz ] (x)
2b 402

v az/? 9z F ) 1

—oJ(z) +

2

Ricordando che J(z) = Az, si ha
a’z”  adAyzY  a?bzY  bI%2A%42zY  2abdAvyz?

2b 2b 4b? 452 4b?
dz 9z 1

¥ v-1 a = L2..2 —1 T2 .

+ nAyzY + yAz <—~—2b + T ) + 50°¢ Av(y — Dz 0

"QAIL"Y—{‘-

Raccogliendo infine z” si deduce che l’equazione € un’identita per quei valori

di A tali che
2

b92~42> 2abd~y 9?2 1 a
— A2 — — _— g2 — —_—
A ( 442 >+A< P Pt gy tael =+ =0
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per la quale si sceglie la radice positiva. Ora §}(z) & determinata in funzione di
v: scelto un valore compreso tra 0 e f il livello soglia che giustifica I'esercizio

dell’opzione € dato da
1/~
<=l ()
Bi—7\A

Si noti che se v = 1 si ritrova un risultato analogo a quello ottenuto tramite
la risoluzione di un problema CCAQS, ossia

* _ :Bl _}_
T —ﬂl—l(A>I'

Si rendono necessari alcuni commenti: un problema COSOS & impostato
in parte arbitrariamente dalle considerazioni soggettive del decisore, in parte
determinato da considerazioni di natura formale, indispensabili per ottenere
la soluzione del problema prospettato. I gradi di liberta comunque lasciati
al decisore sono sufficienti per una soddisfacente descrizione del fenomeno
in oggetto. Egli puo infatti determinare, in primis, la forma di f(z,u) e
di g(z,u) in base all'impatto che la variabile u ha sul payoff finale secondo
il proprio giudizio. In f(z,u) la funzione b(z) € libera, e, in particolare,
puo anche essere una costante b; f(z,u) potrebbe addirittura presentare un
termine additivo del tipo cz”: la (18) continuerebbe ad essere un’identita (con
un valore diverso di A ovviamente) giacché viene semplicemente aggiunto un
termine dello stesso grado degli altri termini. E possibile inoltre giocare sulle
costanti 7 e o nonché sui parametri a e ¢ delle funzioni a(z) e ¥(z). Infine,
é lasciata al decisore la determinazione di v, con il solo vincolo 0 < v < ;.

Che cosa succede se l'investitore sceglie una forma diversa per le (15)-
(17)? Si tratta di ripercorrere gli stessi passi visti poc’anzi e determinare i
gradi delle funzioni lasciate indeterminate. Ad esempio scegliendo

f(z,u) = a(z)u — b(z)u”
g(z,u) = n(z)z +9(z)u

o(z,u) =o(z)z

si calcola agevolmente il controllo ottimo

o _ [a(2) +9()]'(2)] 77
b(z)y '
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Dopo qualche passaggio algebrico (e omettendo gli argomenti per le funzioni
a(z), b(z), 9(z), n(z), o(z)) si ottiene un sistema di equazioni simile al (19)
ma ora (apparentemente) pitt complicato:

( ala n1/(v—1)
V( (a +9J") >=u(:ﬂ)

bl/('y—-l),),l/(’y—l)
nY/(y=1)
u(b(aﬂw) ) = v(z7)

blr/v=1) A v/ (v—1)
! (21)
v(nz) = v(z)

ﬁ(a+19]’(:r))(1/7_1) B
v\ —preo e ) =)

| v (0%2?) = v(z?).
Consideriamo la prima equazione della (21):

a(a + 19]’)1/(7—1)
b1/ (v=1) 41/(v=1)

) =v(zY) = v ((a + 19.]')1/(7_1)) =v (a:'y_l)
= v(a)=7—1A v(¥)=0
= v(b) =0;

la seconda e la quarta sono identicamente soddisfatte per i1 valori trovati,
dalla terza e dalla quinta si ricava poi v(n) = 0 e ¥(¢) = 0. In tal modo si
trova

fz,u) = az? tu — bu?, (22)
g(z,u) = nz + Ju, (23)
o(z,u) =ox (24)

dove, si ricorda, 0 < v < f;. Dalle precedenti si calcola il valore di A, quindi

si ottiene 1
()

ma, evidentemente, A assumera un valore differente rispetto al caso prece-
dente.
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F(z)

Al.’tﬁl

s

" e w

FIGuraA 4

F(z)

FIGURA 5

Rappresentiamo quanto descritto nei grafici di Fig. 4 e Fig. 5 ponendo
v = 1/2: si nota come la funzione F(z) sia continua, derivabile e presenti
un punto di flesso in corrispondenza di z = z*.

Il nostro decisore & ora in grado di scegliere in modo pil corretto e inci-
sivo la sua strategia di decisione. Un’impostazione del problema sotto forma
di COSOS apporta miglioramenti nella descrizione dei fenomeni studiati. Il
nocciolo concettuale dei miglioramenti ottenuti risiede nelle differenti ipotesi
di evoluzione stocastica della variabile z. Prima dell’esercizio dell’opzione
il decisore & un puro osservatore, passivo nei confronti della variabile-indice
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seguita. Fino a quando z < z* puod essere corretto e plausibile descrivere
I’andamento di z secondo un moto geometrico browniano che viene alimen-
tato da fattori esogeni e indipendenti dalla volonta del potenziale investitore.
Allatto dell’intrapresa del business 'azienda non solo investe la somma I
per realizzare 'investimento, ma controlla la variabile z attraverso la propria
capacitd competitiva riassunta dalla variabile di controllo u. E pertanto indi-
spensabile descrivere il moto di z come parzialmente determinato dalle azioni
dell’investitore. E proprio questo il fulcro attorno al quale verte un problema
COS0S, € questo che lo rende incompatibile con una strumentazione di tipo
finanziario, in particolare la contingent claims analysis, la quale prescinde da
ogni considerazione di controllabilita del prezzo dell’attivita su cui & scritta
I’opzione reale. Attraverso un C0OS0OS e possibile al contrario endogenizzare
almeno in parte le caratteristiche evolutive del sistema di riferimento, cio che
non avrebbe neppure senso fare con la teoria delle opzioni.

4. Due brevi esempi di opzione comune una tantum

Nelle precedenti sezioni si € supposto A = 0. Di seguito considereremo,
assumendo A # 0, un’opzione comune una tantum cioé un’opzione che &
detenuta anche da altri concorrenti e la cui condivisione comporta il rischio,
per il nostro decisore, di perdere la possibilita di esercizio dell’opzione a causa
di un esercizio precoce da parte di un concorrente. A rappresenta il tasso
medio di arrivo di tale “evento” in un processo di Poisson. Il decisore consi-
dera la possibilita che nel prossimo intervallo di tempo dt un altro detentore
eserciti, con probabilita Adt, 'opzione detenuta in comune. Per effetto di
questo rischio, il valore dell’attesa dunque si riduce e 'espressione di F(z)
diventa

Adt -0+ (1= Xdt) € (F(z + dz))

a =
(@) 14 pdt 1+ odt

ossia
pdt F(z) = E(dF)) — Mt & (F(z + dz)). (26)
Aggiungendo e sottraendo a secondo membro la quantita Adt F'(z) si ottiene
odt F(z) = E(dF) — Adt E (dF) — A\dt F(z).
Applicando il Lemma di Ito, dividendo per dt e prendendo il limite per dt — 0

si ricava ’equazione

%azsz"(az) + azF'(z) — (¢ + A)F(z) =0
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la cui soluzione & F(z) = A zP1, dove P rappresenta la radice positiva

dell’equazione

%aw(ﬁ— 1) +af —(e+X)=0. (27)

I1 valore di z* risulta quello dato dalla (25) in cui 3] sostituisce ora B;. Si
deve avere ovviamente 0 < v < (7, ed essendo 5] > f; la scelta di v da parte
del decisore risulta meno vincolante.

Si supponga che il detentore dell’opzione una tantum possa assicurarsi, nel
caso in cul un altro concorrente intenda esercitare I'opzione, il mantenimento
in vita della stessa mediante 'attivazione di un “meccanismo di isolamento”
che comporta un esborso finanziario pari a I. Cosi con probabilitad Ad¢ il de-
cisore mantiene la detenzione dell’opzione spendendo un ammontare pari a I,
mentre con probabilita complementare il decisore perpetua “gratuitamente”
la detenzione. In questo caso per z < z* si ha (cfr. [10])

A
F(z) = max [0,clx1ﬂ — EIJ c; > 0.

Supponendo %T < I il livello-soglia ¢ dato da

- () )

Il moltiplicatore rimane invariato ma la base su cui esso agisce viene ridotta
della quantitd 27. Cid induce Vinvestitore ad intraprendere il business ad
un livello di z inferiore a causa degli esborsi che egli deve sostenere nel caso
un concorrente cerchi di sottrargli 'opzione. Ponendo v = 1 si ottiene un
risultato analogo a quello ottenuto in [10] ove si assume che il valore del
progetto V segua un semplice moto geometrico browniano senza considerare

la possibilita di azione per I'investitore.

Considerazioni conclusive

In questo lavoro si & cercato di valutare un’opzione di investimento con pos-
sibilita di differimento. La prospettiva abbracciata risente della necessita
di tenere in considerazione, almeno approssimativamente, gli aspetti com-
petitivi peculiari del sistema economico di riferimento. Si € pensato di ab-
bandonare la prospettiva di stampo prettamente finanziario perché inappli-
cabile o comunque meno soddifacente secondo diversi livelli di lettura del
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problema: tra questi vi sono, a nostro parere, una meno chiara interpre-
tazione del processo di decisione in corso, l’assenza di considerazione delle
mosse strategiche ottimali attuabili dal decisore e dei suoi meccanismi di
isolamento, 'impossibilita di valutare attivita che non possono essere repli-
cate nel mercati finanziari, la stringente ipotesi di mercato perfetto richiesto
dalla teoria. L’uso della programmazione dinamica stocastica in un prob-
lema di optimal stopping & estremamente intuitivo e costituisce, a nostro
parere, un valido ausilio a una piu chiara descrizione del problema deline-
ando in modo esplicito i caratteri salienti del problema. L’introduzione del
concetto di opzione comune, per certi versi superata in un’ottica prettamente
aziendalista, viene conservata nel significato di opzione una tantum cosi come
espressa in [12]. L’impostazione suggerita, pur con le limitazioni e le approssi-
mazioni del caso, permette di scolpire 1 tratti caratteristici di un processo di
decisione individuale condizionato da altre unita decisionali: il concetto di
opzione, derivante dalla finanza, ¢ estremamente utile per catturare l'idea
del processo dinamico di una decisione di investimento e la sua connessione
con l'osservazione continua di variabili ritenute rilevanti a fini decisionali;
il concetto di opzione una tantum contribuisce a descrivere una particolare
modalita di interazione competitiva, per la quale il decisore deve prendere in
considerazione la possibilita che 'opzione detenuta possa essere “soffiata” da
un momento all’altro da un concorrente; il passaggio, all’atto dell’esercizio
dell’opzione, alla considerazione non di un mero guadagno puntuale ma di
un problema di controllo ottimo stocastico consente il riaffiorare, nell’idea
di investimento, dell’aspetto dinamico e competitivo che ’applicazione della
teoria classica degli investimenti (attraverso la considerazione di un valore at-
tuale atteso netto) e la teoria finanziaria (con I'idea di una corresponsione del
guadagno hic et nunc) tendono a deprimere imponendo una stretta analogia
col prezzo di un’attivita finanziaria.

Il beneficio tratto da questa impostazione deve tuttavia scontare alcune
limitazioni e pagare il prezzo di una maggior complessita formale con un
conseguente pur parziale condizionamento nella descrizione del mzlzex econo-
mico-aziendale di riferimento.

Ulteriori sviluppi possono essere pensati nella direzione di un’estensione
dei risultati visti mediante ’applicazione della Teoria dei Giochi, cio che ren-
derebbe ancor piu trasparente ’aspetto concorrenziale che, a nostro avviso,
risulta determinante nelle decisioni di carattere aziendale, in particolar modo
quelle di ordine strategico. Si puo inoltre pensare alla considerazione di una
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molteplicita di variabili che il decisore si propone di osservare e sulle quali egli
intenda basare la propria regola di decisione. Cio complica ulteriormente il
problema rendendolo di difficile gestione, almeno conservando l'impostazione
qui seguita. L’applicazione del Lemma di Ito nella regione di attesa conduce
infatti ad una equazione alle derivate parziali risolubile solo numericamente
con metodi studiati ad hoc per il problema in oggetto.
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INVESTMENT REAL OPTIONS
AND COMPETITIVE INTERACTION:
STOCHASTIC DYNAMIC PROGRAMMING
IN OPTIMAL STOPPING

SUMMARY

This paper deals with real options which are studied from a dynamic opti-
mization perspective rather than a financial approach. We evaluate options
to defer an investment as an optimal stopping problem, which incorporates
a stochastic optimal control problem. The latter expresses the capability of
the investor to affect, at least partially, the payoff from the imvestment. We
formalize the problem so as to satisfy the standard boundary conditions of an
optimal stopping problem and to give it adequate economic significance. The
importance of the concept of shared options is restricted to cases in which a
competitor snatches away the option held by the decision-maker.
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